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In [1] wurde gezeigt, daB die GriBen

A, = minsup | e=* — (1/p(x))], 1)

pell, «=0

worin II,, die Menge der reellen Polynome vom Grade n bezeichnet, geome-
trisch abnehmen und o = Tim,.,, (A,)/» der Ungleichung } < o < 0.435...
geniigt.

Wir betrachten zundchst die polynomische L2-Approximation mit der
Laguerre-Belegung e—* iiber [0, c0) zu f(x) = €*/* und gewinnen daraus dann
die Schranken

1
6((4n +4)1g3 +21g2p2

< 3", < @3 @

insbesondere also o = lim,,_,, (A,)'/* = 1.
Mittels der Laguerre-Polynome in der normierten Form

Lu(x) = (e*/nD(e=xm)™  (vgl. [2, p. 100]) €)

erhilt man zu f(t) = e'/* die Laguerre-Koeffizienten

(ot tia 2 e e, (1™ -4
cm——L ete Lm(t)dt—m!fo (™t — S @)
durch m-fache partielle Integration. In I7, hat f demnach das Laguerre-
Proximum

2.9 = 3. g (<" L) ®
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mit dem minimalen Fehlerquadrat

[Jetetn — gt = 3 ent = ey ©
0

m=n+l

In (1) kann e—* durch e~3/4 ersetzt werden. Zur Herleitung der unteren
Schranke betrachten wir p,, € I1,, mit

e/t — (1fpa(x))] <A,  flir x>0
oder dazu dquivalent
| Palx) — €54 | < Nielpo(x)  fiir x = 0. Q)

Daraus ergibt sich

z/4
Pa(¥) < r:eX?/_‘ <2% fir 0<x <a,
"

sofern A,e%/4 < }; mit a = (4n + 4)Ig3 + 21g 2 kann dies vorausgesetz)
werden, da sonst sogar die gegeniiber (2) giinstigere Abschitzung
37X, = (1/6(2)'/%) gelten wiirde. Aus (7) folgt so

[ pu(x) — =4 < 2X,e%%2 fir 0 <x <a. 8)

Diese Ungleichung kann als Tschebyscheff-Approximierbarkeit mit Gewicht
e*/? {iber [0, a] von e%/* gedeutet werden. Das entsprechende Tschebyscheff-
Proximum g, € 11, erfiillt (8) dann ebenfalls. AuBerdem hat d(x) = g,(x) — /8
eine (n + 2)-stellige Alternante und deshalb mindestens » + 1 Nullstellen in
(0, a). Andererseits hat d wegen d‘**1)(x) < 0 aber hdchstens » + 1 Null-
stellen in (0, c0), und mit d(x) - — oo fiir x — oo folgt so ¢.(x) < e*/* fiir
x > a. Weiter schliet man in dhnlicher Weise auf ¢,(x) > 0 fir x > a:
Wire ¢g,(z) < O fiir ein z > a, dann ergiben sich mit den # + 1 Nullstellen
Xy < '* < Xxq. < z von d nach dem Mittelwertsatz Zwischenwerte

X' €(x;, x5y (1 <j<n) und 2' € (Xp4152)

mit d'(x;/) = 0 und g¢,(z') < 0, letzteres wegen ¢,(xn;1) > 0 > ¢.(2).
n-fache Wiederholung dieser SchluBweise wiirde zu g{***(z**+1) < O fiihren —
im Widerspruch zu g,ell,. Aus 0 < g,(x) < ¢*/* fiir x > a und der
Ungleichung (8) fiir ¢,, ergibt sich in Verbindung mit (6)

2

32n+2

< [T etgun) — epdr < [ ettty d + [ etrdr
0 0 a

= 4a)} + 2e~%/2;

mit ¢ = (4n 4 4) 1g 3 + 2 Ig 2 folgt daraus die untere Schranke in (2).
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Zur Herleitung der oberen Schranke bilden wir mit Hilfe des in (5)
genannten Polynoms g, in Analogie zu

3e® fw ettt dt = e®/t
das Polynom 4, € I1,, der Form

h) =1 [ i = 1Y ¥ = ¥ S S LY. ©)

T k=0 m=0 k=0

Anwendung der Schwarzschen Ungleichung liefert mit (6)
et — ()l < 37 [ et | et — g, 0)]
© 1/2 ; p0 1/2
<3m ~t dt —t(pt]d ”tzdt ,
e[ ) ([ v — el
|e2h — h (%) < (2) “en fir x>0, (10)
Fiir x < b = 4nlg 3 + 21g 2 folgt daraus
2)1/2
o) > eott (1~ B gnt) > e, (1n
also h,(x) > 0 und in Entsprechung zu (7) verméoge (10)

leoit — h(x)| < elth(x)  fir 0 <x <b (12)

1
=212, 30 3n
Fiir x > b gilt h,'(x) = 0, denn fiir m < n hat (—1)™L,, genau m einfache
Nullstellen unterhalb von4m < 4n < b,sodaB(—D™ L¥(x) = 0fiirx = b
und alle k (vgl. (9)). Deshalb gilt 4,(x) = h,(b) > 0 fiir x > b, und mit (11)
fiir x = b folgt

LI O SRV S TR
> h”(b) ~= 31, = Y

e—* /4

771’5' < max ge-"/
Zusammen mit (12) ergibt sich so die obere Schranke in (2).

Die in [1] angegebenen numerischen Werte einiger A, liegen ndher an der
unteren Schranke und lassen so vermuten, daB die wahre GréBenordnung
der A, mit 1/(n'/2 - 37) gegeben ist. Dennoch sind die in (9) explizit genannten
h, gute Naherungen, zumindest als Ausgangsnidherungen bei Berechnung
der optimalen p,, in (7).



398 SCHONHAGE

LITERATUR

1. W. J. Copy, G. MEINARDUS, AND R. S. VARGA, Chebyshev rational approximations to
e in [0, ) and applications to heat-conduction problems, J. Approximation Theory
2 (1969), 50-65.

2. G. SzEGO, Orthogonal polynomials, AMS Col. Publ. 23 (1967).



